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1 研究の意義
この論文の目標は離散時間モデルに於いてルックバックオプションの価格とヘッジ戦略を求めることであ
る. その意義は 3つある.
 ルックバックオプションは連続時間では解析が行われているが, 離散時間では解析が行われておらず,
研究する余地があった.
 ルックバックオプションのヘッジには多次元の離散確率解析が現れるが, 多次元の離散確率解析の研究
はあまり行われていなかったため, この分野の発展に貢献できた.
 実務上, 数値計算する際は連続モデルを離散化して行う. 離散で解析することは実務上意義のあること
だと思われた.
2 論文の内容
この論文は二つの節に分かれている. 1節が離散確率解析である. 離散確率解析は, 名前の如く連続時間の確
率解析の離散版である. 連続時間ではブラウン運動で議論され離散時間ではランダムウォークで議論される.
そのため, 連続時間の確率解析は数学的な前提条件が多いが, 離散時間の場合は連続時間と比べ数学的な前提
条件が極めて少なく, 本質的な理解が容易である. この中で本論文で最も大きな役割を果たすのが, 離散伊藤公
式である. 1 次元の離散伊藤公式 (定理 1)は [3]によって発見され, 紹介された. この論文では多次元の離散伊
藤公式を作成し, 次節に於いてオプションのヘッジ戦略の構築に適用した. また時刻 t, 非対称ランダムウォー
ク Zpt , 非対称ランダムウォークの最大値 M
p
t := max
0ut
Zpu の入り混じったマルチンゲールの考察も行った.
これはランダムウォークに関する Azema Yor Martingale, Kennedy Martingaleと呼ばれ, 連続時間では研
究が行われているものの離散時間では行われていなかったものである. 特に本論文ではこれを一般化し, マル
チンゲールたらしめる条件 (補題 2)を導き出し, マルチンゲール表現を構築する (系 3)のに用いた. この考察
も次節に於けるオプションのヘッジ戦略の構築に適用した. そして, 2節がデリバティブの価格理論である. デ
リバティブ（金融派生商品）とは満期時 T において T における株価 ST やそれぞれの株価のパス全体（経路）
Su (0  u  T ) によって支払い（ペイオフ） f(ST ) や f(Su; 0  u  T ) を受ける契約のことである. 特に
今回はルックバックオプション Y = max

max
0uT
Su  K; 0

　の価格決定, ヘッジ戦略の構築を行った. 実
際にこれを行うに当たり, ブラック・ショールズモデルを離散近似し, 近似値としてそれら (定理 4), (定理 5)
を求めた.
3 研究の成果
本論文における具体的な成果は次の 5つである.
定理 1 (多次元離散伊藤公式). 任意の t に対して Xt+1  Xt = 0;1, Yt+1   Yt = 0;1 を満たす確率過程
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fXtg, fYtg と任意の関数 f : Z Z! R に対して次が成り立つ：
f(Xt+1; Yt+1)  f(Xt; Yt)
=a10(Xt+1  Xt) + a01(Yt+1   Yt) + a20(Xt+1  Xt)2 + a11(Xt+1  Xt)(Yt+1   Yt) + a02(Yt+1   Yt)2
+ a21(Xt+1  Xt)2(Yt+1   Yt) + a12(Xt+1  Xt)(Yt+1   Yt)2 + a22(Xt+1  Xt)2(Yt+1   Yt)2:
ここで,
a10 =
1
2
ff(Xt + 1; Yt)  f(Xt   1; Yt)g
a01 =
1
2
ff(Xt; Yt + 1)  f(Xt; Yt   1)g
a20 =
1
2
ff(Xt + 1; Yt)  2f(Xt; Yt) + f(Xt   1; Yt)g
a11 =
1
4
ff(Xt + 1; Yt + 1) + f(Xt   1; Yt   1)  f(Xt + 1; Yt   1)  f(Xt   1; Yt + 1)g
a02 =
1
2
ff(Xt; Yt + 1)  2f(Xt; Yt) + f(Xt; Yt   1)g
a21 =
1
4
ff(Xt + 1; Yt + 1)  f(Xt + 1; Yt   1) + f(Xt   1; Yt + 1)  f(Xt   1; Yt   1)  2f(Xt; Yt + 1)
+ 2f(Xt; Yt   1)g
a12 =
1
4
ff(Xt + 1; Yt + 1) + f(Xt + 1; Yt   1)  f(Xt   1; Yt + 1)  f(Xt   1; Yt   1)  2f(Xt + 1; Yt)
+ 2f(Xt   1; Yt)g
a22 =
1
4
ff(Xt + 1; Yt + 1) + f(Xt + 1; Yt   1) + f(Xt   1; Yt + 1) + f(Xt   1; Yt   1)
  2f(Xt + 1; Yt)  2f(Xt   1; Yt)  2f(Xt; Yt + 1)  2f(Xt; Yt   1) + 4f(Xt; Yt)g
とする. また任意の関数 g : Z Z Z! R に対して次が成り立つ：
g(t+ 1; Xt+1; Yt+1)  g(t;Xt; Yt)
=b10(Xt+1  Xt) + b01(Yt+1   Yt) + b20(Xt+1  Xt)2 + b11(Xt+1  Xt)(Yt+1   Yt) + b02(Yt+1   Yt)2
+ b21(Xt+1  Xt)2(Yt+1   Yt) + b12(Xt+1  Xt)(Yt+1   Yt)2 + b22(Xt+1  Xt)2(Yt+1   Yt)2
+ g(t+ 1; Xt; Yt)  g(t;Xt; Yt):
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ここで,
b10 =
1
2
fg(t+ 1; Xt + 1; Yt)  g(t+ 1; Xt   1; Yt)g
b01 =
1
2
fg(t+ 1; Xt; Yt + 1)  g(t+ 1; Xt; Yt   1)g
b20 =
1
2
fg(t+ 1; Xt + 1; Yt)  2g(t+ 1; Xt; Yt) + g(t+ 1; Xt   1; Yt)g
b11 =
1
4
fg(t+ 1; Xt + 1; Yt + 1) + g(t+ 1; Xt   1; Yt   1)  g(t+ 1; Xt + 1; Yt   1)
  g(t+ 1; Xt   1; Yt + 1)g
b02 =
1
2
fg(t+ 1; Xt; Yt + 1)  2g(t+ 1; Xt; Yt) + g(t+ 1; Xt; Yt   1)g
b21 =
1
4
fg(t+ 1; Xt + 1; Yt + 1)  g(t+ 1; Xt + 1; Yt   1) + g(t+ 1; Xt   1; Yt + 1)
  g(t+ 1; Xt   1; Yt   1)  2g(t+ 1; Xt; Yt + 1) + 2g(t+ 1; Xt; Yt   1)g
b12 =
1
4
fg(t+ 1; Xt + 1; Yt + 1) + g(t+ 1; Xt + 1; Yt   1)  g(t+ 1; Xt   1; Yt + 1)
  g(t+ 1; Xt   1; Yt   1)  2g(t+ 1; Xt + 1; Yt) + 2g(t+ 1; Xt   1; Yt)g
b22 =
1
4
fg(t+ 1; Xt + 1; Yt + 1) + g(t+ 1; Xt + 1; Yt   1) + g(t+ 1; Xt   1; Yt + 1)
+ g(t+ 1; Xt   1; Yt   1)  2g(t+ 1; Xt + 1; Yt)  2g(t+ 1; Xt   1; Yt)  2g(t+ 1; Xt; Yt + 1)
  2g(t+ 1; Xt; Yt   1) + 4g(t+ 1; Xt; Yt)g
とする.
補題 2. 確率過程 ff(t;Mpt ;Mpt   Zpt )g がマルチンゲールとなる必要十分条件は
f(t;Mpt ;M
p
t   Zpt )
=1fMpt =Zpt gfpf (t+ 1;M
p
t + 1; 0) + (1  p)f (t+ 1;Mpt ; 1)g
+ 1fMpt >Zpt gfpf (t+ 1;M
p
t ;M
p
t   (Zpt + 1)) + (1  p)f (t+ 1;Mpt ;Mpt   (Zpt   1))g
である.
系 3. ff(t;Mpt ;Mpt   Zpt )g のマルチンゲール表現は
f(t;Mpt ;M
p
t   Zpt )
=
1
2
t 1X
i=0

1fMpi =Zpi g (f(i+ 1;M
p
i + 1; 0)  f(i+ 1;Mpi ; 1))
+ 1fMpi >Zpi g (f(i+ 1;M
p
i ;M
p
i   Zpi   1)  f(i+ 1;Mpi ;Mpi   Zpi + 1))
	fpi+1   (2p  1)g
+ f(0; 0; 0)
となる.
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定理 4. 満期が T で行使価格 K のルックバックオプション Y = max

max
0tT
St  K; 0

の価格 C は
C ;
T
tX
k=

log K
S
+rT

p
t

+1

S exp
n
 rT + 
p
t  k
o
 K


24X
ak
(
p
1  p
k a
P

ZpT
t
= 2k   a

 

p
1  p
k+1 a
P

ZpT
t
= 2(k + 1)  a
)35
となる.
定理 5. 満期が T で行使価格 K のルックバックオプション Y = max

max
0tT
St  K; 0

の割引価格過程を
Dt := E
Q
t

e rTY

としたとき fDtg のマルチンゲール表現は
Dt ; C +
1
2
t 1X
i=0

1fMpi =Zpi g (f(i+ 1;M
p
i + 1; 0)  f(i+ 1;Mpi ; 1))
+ 1fMpi >Zpi g (f(i+ 1;M
p
i ;M
p
i   Zpi   1)  f(i+ 1;Mpi ;Mpi   Zpi + 1))
	
(S0i)
 1  
S0i+t   S0i

となる. ここで S0t = e
 rtSt とした.
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